
Préambul€ : notations et rappels

On déslgne par N l'cnsemble des eniiers naiurets.

On désigne par R le corps des nombres ré.t!, C le corps des nomtres complexes et K l,un dc ces
d, rrr,o'p.Ie1.q161 nc -uular , pa. Jepracr..r.

On désigne par R+ i'ensemble des nombres réels positifs ou nuis, et par R l,ensemblÊ, des nornbres
réels négaiifs ou nu1s.

Soit ir un entier naiurel non nul. On note M,,(K) lâ K aI,:èbre des mairices (r,,r) à coefficients dâns
K et 1r là matrice idenrité dans /tln(K). On note GL,,(KI tensembtù LJes màrflces rnversibLes dâns
.M,(K).

Sur r{,(K), on note Tr l'âpplicaiion h.ace.

Soit 
^4 

urle mâtrice dans ,Mr(K). On noie Sp(t4) te specire dc M, c,est à,dir. l,ensemble cies vâlclrrs
propres complexes deM.

Soit M.tans /M,(K); u".rot" rM sa matrice iransposée. Lorsque K = C, on not€ M, sa matri.e
adjointe, i.e. M' - 1M

On rappelle qù'ùne mâtricc M symétrique dans,M),(R) ou hêrmitieme dans,M,,(C) esL dite posi
tive (respectiÿemcnt détmie positiÿe) lorsque toutcs ses valeurs ptoprcs sont posiiives ou nulles
(respectl!emeni strictement positives)

On note U,(K) l'ensemblc des mâtdces M dans ,Mr(K) rctlcs qùe M'À,I = t,. Ainsi U,,(R) désigne le
Lru,rtr urll-oBUndl ct U,.C, l, Eroul.. unitrrre.

On rappelle que U,,(R) contient les matriccs I (diies de roiarion pt.rne) définies, pour (i0,70) te1 que
1 < r0 < jo < ,r ei 0 € R, de 1a façon suiÿante :

P = (ti.)i7;4 aÿec pti=

cosû si,=j:ûotti=i=lo;
sin0 sii=heil=/0,
-sin 6 sii=lûeii=/0,
\ sii= jetiçlit),jr))
0 sinon.

Dans tout le probiènre, ,on considère les sous,ensembles de C süivânrs :

O' esi ie demi-plan ouvcrt des nombres complexes de partie réelle > 0 ,
O le demi-plan ouvert des nombres comptexcs de parrie réclle < 0 ;
2 l{) disque uni ré ouvert dc C, c'est à dire l'ensernble des nombres complexes de moclule < t.
Pour tout nombrc complexe z, on note Re(z) sâ par6ô réele.
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Préliminaires

'l. Soi t z un nombre.omplexe qui n'cst P-rs n n.rnbrerelrl neEàtitou nr.rl l:.. C'R ) Dérnontrer

qu il p\r-tc.rn -r,iîllp r\,rt'br.,ôl1nr,\cdân-O rrùrc V/. l'lqrreIV.)
2. Soit g tâ fonction de la vitriablc complexe . définic sur C \ l- 1l Pâr :

.g(:)=:+t'

(a) Démontrer que g(O+) c O.

(b) Démontrer qlre I réalise une bijcction de O+ sur -D. Ixpliciter la bijcction invet.se.

3. On définit sur M,,(R) l'apptication N en posant, pour M dans rM,(R),

N(M) - Tr(iMÀa).

(a) Soit M aa1rs M,(R) telle ql1e M - (,nrtJ. JusdJier que lMM est ünc mahice svmétriquc
posiiive, qui est définie posiiive si À{ est inversible.

(b) ,ustiJier quc N est le carré d'une nonne euclidienne s r ,tl"(R). ExPlicitcr Ic produit
-. alair".k( l,d,en J. trru p.tr :

V.&1,:. /tl,,(R), < M,M >= N(M).

4. Ixpliciter un produit hermitien sul,l'l,(C) lel .lue la norme associée, notée N', vérifie :

v'\'I € 'M''(c)' N'(M) = TI(À'I.M)'

Partie t

5. Soit L une màtrice dans,ÿ1,(K) tclle que l'z = 1',.

(a) Délnontrer qu'il existe des sous esPaces vectodels F et C de K" tels que:
i) K'=rGC;
ji) Y,r € l, Lr = .r,
iii) Vjr É G, L.r = '1.

(b) Démont.er qùc Tr(/-) = diml - dim C.

6. Soit1,, l'ensenble des mâtfices I dans M,,(K) telle quc I-2 = ln. On définit sul 1, la relaijon
_pàr:

lL,M e I,,, L-À1 silPÉGL,,(K) telqucM=1'rLP

(a) Llémontrer qrc ^. est unc relàtioll d'équivalence sur 1,,.

(b) Soient L et M deux mairices dans 1,. Dérnontrer que :

L-M ê T(L) = li('\'I)

(c) Justifier que la relaiion ' n'a llu'un nombre fini de classes d'équiÿâlence D'termin'r 
'e
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PAftiE II

Soi[ /1 un entic. naturel non nu1. Soit À Ûne matricc dans ,M,i(C) tellc que ]e specire de,.1, Sp(,4), est
.ontenu dans D. On se propose dc démon h er qu'àlùr s l.r surte (l )r.N conrcrJle dâns 

^{, 
(C) vcrs la

matrice nullc.

7, Oll srlppose que Â adn, ct Lrne unique valeur propre ô. On pose lj = A df,,.
(a) Justificr que B' = {1.

(b) Soit I Lrn cnticr naturel non nu[. E|primer,4r en {onction de I, it,..-, E,]-1.

(c) Fin dédrjre que tâ suite (,4t)r.N converge tlans ,M,, (C) vers la matrice nulle.
8. Dans Ie cas Eénéral, démontrer quc la suite (Âr)rÉN converge dans ,M,(C) ÿcrs ta rnatrice

nulle.

Pârfie III

Soit 7 la lonchon définie sur C' par /(z) = ir" . l,
Pour a dans C', on considèrc la suite récurrente u'r = ( r)tEN définie par :

(
I
|.'' I 21"' r, 

] loLr'/' N

Lorsque lâ slriie u': est bien définie (c'est-à-dirê si t est défirü pour tout entier natlud 1) et que dc
plus e1lt'converge dalls C, sa limite esl notôe sa.

9. l)onner une valeur non nu1le de d ielte qu!, lâ suite u'l n'est pas hien .létiriH.
10. Soit .y un nombre réelnon nul. Démontrer que la suite u.r - {ur)a.N est bien définie. ltudier Ia

monotonic dc la suite ua et démontrer qu'ellc converge. Expliciter ia !- aleur dc s., cn tbnction

11. (a) Justifier que lt's rlerni-plans ô+ et O sont stables par / Ln cléduire quc si ô n,esr pas un
imâginâire pur,la suite ua = (rf)r6N est bien définic.

(b) Soit p Lln nombre cornplexc dc module différcnt de 1. Pour tout entier nahrrel l, on pose :

) + tl2'*!-Tî

Justifier que.ui|l : f(-.r, Démonferquela suite (zrl._)r.N conÿergc et déterminer sâ Iitnite.
(c) On suppose que a n'estpâs ùn imaginilire pur. Justilier que la sujte u,r = (1ra),.Àr convergc.

Expliciter la \,âleur de s" en fonction dc d.

5

Tournez lâ page S,V.P.



I'arlie IV

Sojt/l un entier naturel tel que ,1 > 2-

Solt,4 une mâhice irversible dans ,Mi(C). On note Slp(A) le spe.tre de Â/ c'esr à dire l'ensemblc dcs
Yalcrlls propres de A. On s'intéresse dans le problène à i'éventuelLe Iimite de la suite Ur = (L.Ir)r.n
définie pâr :

tuo = a;
Irr. lu.ru ' on,r/ \.

1,,r.. 1r.., ,1" . i c-l l-i-n Jcfinrc {, ..t-., dr, .i u p{ J.,ri|, p.\.,r ruut entier ndruril ,. l or{.,r" t ,

5rrite L: JJrn.:i tllrc 1irnirc.. oJl,!. r c,r n,)lé. / '

12. On suppose, dans celte question sculcrrent,la matrice,4 diagonalisable. On suppose de plus
qte son spectre Sp(,l) salisfait lâ propria,té :

(P) : Si,(n).iR=0.
(a) Démontrcr que la sujtc récûrcnte Ui = (L-l.)r€N esl bien définie.

(b) Démontrer quc lâ srite récurrente U'1 conÿerlie. Jlrstilicr quc LA cst ll11e màt ce cliagonâ

lisable telle que (ta)' = 1,,.

,](() Dim,,nrrpr lrrrla-r'ite (, tAu.' t'.U '\'), 
N,u, 

\c't.\êr-u n,'mbreelltiirquo.l

e.;l'. ir, r,,,r'r,n, ri,,r' de\ \.,lorrr p,'ùprc\ oc 4.

13. On suppose ici que la mât ce ,.1 vérilie 1a propriété :

(P+): Sp(r).O-.
l(a) JultilrEr qlrc Ia màlfl.e I1t +,1 r) vé fie Ia prop été (P+). ûn déduirc que Ia suiie

Ur = (LI.)f.N estbien déÀie el que chacr,rne des matrices U/ vérifie la propriéié (P+)

(b) Soit a une valeur propre de 1a matrice (,4 1,,)(,,1 + 1,,) I. Déinontre. qu'il existe p une
valeur propre de,'1 telle que g(/r) - ô (or:1 I est la fonction définie dans ies préLminaires).

(c) Démontrer que, pour tout enlier naturel t,

tL) , t. U , /., l- 11r. t ,tU. l.t
Ln décluire l'erpressitn de (aI.+r -1,)(LIr--r +I,,) l enfonctiondcla matrice(,,1 L,)(,.I+1,,) 

r.

{d) lustilier quc la suiic ({Li, 1,,XU. + i,,) 1).-,,, converge dans,M,,(C) vers ]a mâlrice nulle.

(e) En déduire la.onver8cnce de la suite Ur = (L?,)f.N. Explicitef /.
14. Lorsque la malrice ,4 \'érifie la proprété ;

(P ): .çr(A)rO-

jrÉdfier la convergen.e .le Ia srdte U'l = (U1)/€N et expliciter L'1.
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15. On suppose ici que la mâtrice,4 \,éri{ie la p.oFri6té :

(P) , .Sp(A)ll iR = 0.

(a) On suppose de lrlus dans cette qucslion que Ia matdce ,{ ne \,érifie ni lâ propriété (p+) ni
la propdété (P-). Démontrer qdil cxiste unc rnalrice invcrsible P ct dcux mairices carrées
C et D tellcs que :

A r,(''"\,DJrÉr §P{') O ' Sr1D'O'

(b) Er clédtrire 1a convergence de Iâ suitc Ur = (tl)r.ru Expliciter les valeurs proprcs de I'1.

?artie V

Soit 4 ùne matrice dals M,,(C). On suppose dâns cetie partie que la mat cc À védfie ]a prop été :

(a): §-P(À).)R =0'
On définil la matrice B dans,M2,(C) en posant :

- \.r, r) /
16. l)('lerminer lcs vàlerus proPres de 1â m.rtlice B en fonc{io1 des r.alerrs propres de À. On

préciscra leurs multiplicités en Ionction des multiplicités des valeurs proprcs de 21.

17. Justifier quc la mai ce B vérilie la propriété (P) (définie dans la partie IV) et el,t déduire quc
la srrite U§ converge.

18. Démonher que les ternres de l.r suiie Ulr r ériiient :

'r',ÉN,,J)'z=/!{,.(c), r/ =f : 
,]: 

)ct) cstunpolln,rmeenA.

19. En déduire qü'il existe ure natrice L dans,M,(C) telle que :

, fo l').tlr r^

Démontrcr de ph1s que L est un polynôme en,4.

20. Dérnonirer qllit existe une Lurjquc mrtnce nntee ÿi qu r r.crilic la FrôprictÉr (p+) et telle que :

(v.4) = 1

21. Lorsque ,4 est rmc malrice réelle symôtriqüc (respectiÿement une mat cc complexe hermi,
iienne) dé{inie positive, justifier i'existence de V4 et clémontrer que \À est une matrice réelle
symétliquc (respcctiÿement une matricc complcxe hemlitiênneJ définie positi!e.

-7
Tournez la pâge S.v.P.



Partie Vt

Dans cette Partie, K = R.

22. Justilier quc U,,(R) est un compact de.M"(R).

23. Soit M dans M,{R). Démontrer qu'il cxiste u1]e mâtrice Po dans 11, R) t'11Ê qlre l

vP É LI,(R), N(M Po) < N(M - P)

oil N est l'apPlication définie dans Ies Préliminaires'

24. Soit M dans,M,(R). Soit IJf une matricc dâns 11,,(R)' Démontrer l'équivalcn'e des asseriit'ni

(â) VP € U,(R), N(M - Po) < N(M |);
(b) VP É U,(R), II(lPM) < II(?oM),
(c) vP € u,'(R), N(M + P) < N(À{ + P'.).

25. Soit M .lâns ,M, (R) svmét que définie Positive' Justiiier que la seulc matrict'P0 dans lJ"(R)

réalisant : YIr € U,(R), N(M I')o) < N(t - P), csl P0 ' Ix. On pourrà expimer, Pour P dans

Li,,(R), Ir( ?M) sur üne base bien .hoisjc.

26. Récilroquement, soil M .lans ,M,,(R) telte que : VP e tJ,(R), N(M - I,') < N(M - P)

(a) On supPose M on symétrique. Justifier qu'il existe une Ûatrice de rotation Plâne (dont

la clelinition est rappelée dans le Préambulc) /'tellc que Tr(PM) > Tr(M)' En déduire que

M esi syméiriquc.

(h) Soit r, un vecleur cle R'' tic nor:me 1. On notc P, Ia mat'ice In - 2o I''

i. Démonher que l, € U,(R).

ii. Démontrer que Tr(P,M) = tr(À4) - 2 < zl,MÙ > où < ' > désiEinc ici Ie Produit s'alaire

canonique de R'r.

(c) Démontrer que M csi symétrique Positive

(d) Soit À4 dans ,,l1,,(n) telle quc la seulc mat cc I']O dâns U,(R) réatisint /I : Ur'(R)'

N(M /,,) < N(M - P), est P0 = In Démolltrer que M est sYmétriqlre ']iinlie P'rsitiYe

27- Soit M inYersible dans M,,(R)-

(a) Justifier qu'ilexiste une matrice Qù dans U,(R) ielle que \l=
(b) Démonlrer qu'une telle mâtricc Q,r est l'uniquc n1'1iri"

VP € U,,(R), N(M f{]) < N(M _ P),

28. lourrait-on avôir l'unicité d'un tet Po lÔrsque le matri'e i: n e'i Ê:' rii ersihlP ?

Qo 1m (cJ. question 21).

dans U,(R) qui vérifie :
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29.

Pârtic VII

Soient,,10 ct ,'0 dcùx matrices dans ,M,, (C) telles que .10 est unc maidce antihermitienne et !/0
une matr icr' unitairc. Soit ), l'application détinie pâr :

l,:R + ,ÿ.(C)

Démonlrer qrc l est une âf,pllcàtion de classe C' de R à r,.rleurs dans U,(C). Expliciter
,ÿ(0), 1.,'(0) ci r,"(0).

Soit,VI inversible dans rM,,(C) . Soit q 1'applicaiion défi.ie par :

/t : U,,(C) + R
Y È Rc (T(M'Y» .

Soit lir un maximum locâ1de l'applicâtion ,].

(a) Soit,40 une mâlrice artihermiticnnc dans,M,,(C). Jrlstifier .lue:
i) lte {'li(M'Yoâr)) = 0;
ii) l{e (rr(M'yoAj)) < 0.

(b) En dédui.c que À4'1-r0 est ùne natrice hermitrennc dafinic positive.

31. Soii M invelsible dans M{(C) . Justifier qu'il existe une u q11e matrice l/o dâns Li,,(C) tellc
queM = iru r,[lrr,r

- 

FIN DU SUIË
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