SESSION 2010

2" concours

MATHEMATIQUES

Ecole normale supérieure de Lyon

Durée : 3 heures

Ce livret comprend 4 pages numérotées de 1 a 4

Le sujet comprend deux exercices qui sont indépendants. Les calculatrices sont
interdites.



Exercice 1 (Sur les valeurs propres du produit de deux matrices)
Soient n un entier strictement positif et R" I'ensemble des n-uples & = (1, ..., 2,).
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Pour x appartenant a R”, on note [[z|| = (3 =1 r7) '/ et pour x et y dpparten(n‘lt
a R", on note (z,y) = > 7, x;y;, le produit scalaire de et y. On note enfin
M, (R) I'ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans R.

Premieére partie : Quotients de Rayleigh

Soit A appartenant a M, (R) symétrique et soient A\; < ... < )\, ses valeurs
propres rangées dans l'ordre croissant, comptées avec leurs ordres de multiplicité.

1. Montrer que

. (Az,x)
AL = min ——-—=,
a0 ||x
2. Montrer que
(Az, z)
An = Max —
w20 ||zl
3. Soient B = {11,...,v,} une base orthonormée de vecteurs propres de A et

k un entier compris entre 1 et n.

(a) Soit F' un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k. Montrer qu'’il
existe au moins un vecteur non nul appartenant a l'intersection de F
et du sous-espace engendré par {vy, ..., v, }.

(b) On note V; 'ensemble des sous-espaces vectoriels de R" de dimension
k. Montrer, en utilisant la question (3a), que

Ax,x
Ar = min max (Az, 2)
FeVy, zerF\0 ||z]|?

T

Deuxieme partie : racine carrée d’une matrice
symétrique définie positive

On rappelle qu'une matrice A symétrique est définie positive si pour tout
2 non nul appartenant a R",

(Az,x) > 0.

4. Soit A appartenant a M,(R), symétrique définie positive. Montrer qu’il
existe B appartenant a M, (R), symétrique définie positive telle que

B?=A.



5. Soit B" appartenant a M, (R), symétrique définie positive telle que
B*? = A.
Montrer que AB" = B’A. En déduire que B’ est égale a B.
B est appelée la racine carrée de A et est notée v/ A.

Troisieme partie : Quelques estimations sur
les valeurs propres d’un produit

Soient A et B appartenant a M, (R) symétriques et définies positives, soient
A (A) <0<\ (A) et \(B) < ... < )\, (B) leurs valeurs propres rangées
dans l'ordre croissant, comptées avec leurs ordres de multiplicité.

6. Soit A une valeur propre de AB. Montrer que \ est réelle et strictement
positive.
Indication : On utilisera la matrice v BAVB.

7. Montrer, en utilisant la premiere partie, que pour ¢ compris entre 1 et n,

Ai(A)M(B) < Ai(AB) < Ai(A)An(B).

8. Ce résultat est-il encore vrai si on suppose juste que A et B sont deux
matrices symétriques telles que (Ax,z) > 0 et (Bx,z) > 0 pour tout x
dans R™ ?

9. Montrer plus généralement que pour ¢ compris entre 1 et n,
M (AM(B) < MAB) < N (AN(B),
pour j+k=i+1letj+1l=1+n.

Indication : dans la formule donnant N, dans la question (3b), écrire F' =
GNH,ouGeVjetHeV.

Exercice 2 (Unicité du polynéme de meilleure approximation) Soient
a et b deux réels tels que a < b, on note C'([a,b]) 'espace vectoriel des fonctions
continues de [a,b] a valeurs dans R muni de la norme uniforme définie, pour f
appartenant a C'([a, b)), par

Ifll = sup |f(2)]

xz€a,b|

et de la distance uniforme associée, définie pour f et g appartenant a C([a, b]),
par

d(f,9) = Ilf = gll

Soit n un entier strictement positif, on note P, I'espace vectoriel des fonctions

polynomes sur R a coefficients réels.



1.

Ut

Montrer qu’il existe un polynome ¢, tel que

If = anll = inf |[f —pl|. (1)
PEPy

Indication : On pourra considérer la fonction de P, dans R qui a p associe

I1f = pll-

Montrer que la fonction |f — ¢,| prend au moins une fois la valeur || f — q,|
sur [a, b].

On va démontrer, dans cette question, que la fonction |f — ¢,| prend la
valeur || f — ¢,|| en au moins n + 2 points sur [a, b]. Pour cela, on raisonne
par 'absurde en supposant qu’il n’existe que k points x1 < ... < xp avec
1 <k <n+1oulafonction |f — g,| prend la valeur || f — ¢.]|-

(a) Montrer qu'il existe un polynome ¢ de P, tel que ¢(x;) = f(x;) pour

1<i<Ek.

(b) Soit € > 0, montrer qu’il existe une partie ouverte de [a,b] contenant
{1, , 2}, notée V- telle que pour tout x appartenant a Vz, | f(x) —
q(z)| <e.

(c) Soient 0 <t < 1letq = (1—1)g,+tq. Montrer que pour x appartenant
a Ve,
1f(@) = (@) < (A= f — anll +te

et que pour x n’appartenant pas a V.,
[f (@) = q(2)] < tllg = gull + sup{[f (¥) — gu(W)], ¥ € [a, B\VZ}

(d) On suppose de plus ¢ < ||f — qu||. Pour t assez petit, en déduire une
contradiction avec (1).

. Montrer I'unicité du polynome g,.

Indication : On pourra supposer qu’il existe au moins deux polynomes satis-
faisant (1) et appliquer ce qui précéde a la moyenne de ces deux polynomes.

Pour f appartenant a C'([a, b]), déterminer go.

Pour f appartenant a C'([a,b]) et convexe, déterminer ¢.

Indication : On pourra s’aider d’un dessin.
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