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Master de Mathématiques, année M1
Module Introduction a I'analyse des données

Exercices - Feuille 3

DIAGONALISATION D’UNE MATRICE SYMETRIQUE,
VALEURS SINGULIERES D’UNE MATRICE

1- Normes matricielles
1) Soit A € M, »,(R). Rappeler la définition des normes matricielles || A1, || Allcos || All2-
2) Montrer que pour chacune de ces normes matricielles on a

[AB]| < [|A[[||B] (1)
(attention: les trois normes qui interviennent portent en général sur des espaces différents !).
3) Soit la norme matricielle

Al = max | @

Montrer que cette norme ne vérifie pas (1). On pourra considérer les matrices A et B données par

A:B:“ }) (3)

4) Vérifier les relations suivantes. On rappelle que la norme de Frobenius est définie par

Allr = (33 a2y ()

1.
[All2 < [[Allr < VnllAll2 (5)
2.
max |a; j| < [[All2 < vmnmax|a; | (6)
1,] J
3. .
Al = féljaSXnZ; |ai ;] (7)
4. .
4]l = max " Ja| 8)
<i<m
5.

1
— | Allss < || All2 < Alloo 9
\/ﬁl\ oo < [ A]l2 < Vm|A] (9)



Université de Lorraine, année 2012/2013 - R.Bunoiu, J-P. Croisille 2

1
ﬁ”Anl < ||4]l2 < v/n||Al}x. (10)

2- Matrices symétriques et formes quadratiques
1) Rappeler le théoreme de diagonalisation des matrices symétriques.
2) Soit A une matrice symétrique définie positive, qui s’écrit

A= PAPT (11)

avec P matrice orthogonale et A = diag(\y, -, \,,). Exprimer A~! en fonction de P et A.

3) Comment définir A2 ?

4) Rappeler le lien entre matrices carrées symétriques n x n et formes quadratiques sur R™.

5) Montrer que pour toute forme quadratique ¢ sur R™, il existe une base orthonormée e} dans
laquelle g s’exprime par

a@) = >N}, (12)

ou y; désigne les coordonnées du vecteur = dans la base €.

6) Soit A et B deux matrices n X n, A symétrique et B symétrique définie positive. Montrer que
le maximum de z7 Az sous la contrainte 7 Bx = 1 est donné par la plus grande valeur propre
de B~'A. De plus, le vecteur qui réalise le maximum est un vecteur propre associé & cette plus
grande valeur propre.

3- Calcul de la norme 2 matricielle
1) Rappeler le théoreme de décomposition spectrale d’une matrice symétrique réelle.
2) Démontrer que [|A||2 = p(A), ot p(A) est le rayon spectral de A, c’est-a-dire

p(A) = max{|\;|, \;valeur propre de A}. (13)

3) Rappeler le théoreme de décomposition en valeurs singulieres d’une matrice rectangulaire A €
M, (R).
4) Démontrer que la norme matricielle ||A||s coincide avec la plus grande valeur singuliere de A.
Autrement dit: pour toute matrice A € M, ,(R), il existe un vecteur z € R™ tel que ||z|l2 = 1
avec

AT Az = 1?2 (14)
ot o = || Al
5) Montrer qu'une majoration de || A||2 est

1All2 < (1Al Afloo) /2. (15)

4- Valeurs singuliéres et valeurs propres
Soit X une matrice n X p, (par exemple une matrice de donnéees correspondant & un échantillon
de n observations avec p caracteres.). Soit r le rang de X. Montrer que pour tout k& < r, la valeur
propre numéro k des matrices X7 X et X X7 sont les mémes. On ordonne les valeurs propres sous
la forme

Al >A>---2> )X >0, our estlerangde X. (16)

Montrer que I’on passe des vecteurs propres uy € RP de XTT & ceux v, de X X7 correspondant
a la valeur propre Ay par

1
=—X 17
Vk —)\k (93 ( )

et 1
U = —XT’Uk. (18)



