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Module Introduction à l’analyse des données

Exercices - Feuille 5

Distribution multinormale

1- Distribution mutinormale (1)

1) Si X =

(

X1

X2

)

∼ Np(µ, Σ) avec Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

. Montrer que Σ12 = 0 si et seulement si

X1 est indépendant de X2.
2) Montrer que si X ∼ Np(µ, Σ) et si A ∈ Mq,p(R), B ∈ Mr,p(R), alors les variables AX ∈ R

q et
BX ∈ R

r sont indépendantes si et seulement si AΣBT = 0.
3) Si X ∼ Np(µ, Σ), A ∈ Mq,p(R), c ∈ R

q, et q ≤ p, alors Y = AX + c suit une loi multinormale
Y ∼ Nq(Aµ + c, AΣAT ).

4) Soit X =

(

X1

X2

)

∼ Np(µ, Σ) avec Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

. Alors la distribution conditionnelle de

X2 sachant X1 = x1 est normale de loi

(X2|X1 = x1) ∼ Np−r(µ2 + Σ21Σ
−1

11
(x1 − µ1), Σ22,1) (1)

où Σ22,1 est
Σ22,1 = Σ22 − Σ21Σ

−1

11
Σ12 (2)

2- Distribution multinormale (2)
Montrer que si X1 ∼ Nr(µ1, Σ11) et si (X2|X1 = x1) ∼ Np−r(Ax1 + b, Ω), où Ω ne dépend pas de

x1, alors X =

(

X1

X2

)

∼ Np(µ, Σ) avec

µ =

(

µ1

Aµ1 + b

)

(3)

et

Σ =

(

Σ11 Σ11A
T

AΣ11 Ω + AΣ11A
T

)

(4)

(Indication: appliquer la question 3) de l’exercice précédent)

3- Distribution multinormale (3)
Si

X ∼ N2

((

1
2

)

,

(

2 1
1 2

))

(5)

et

(Y |X) ∼ N2

((

X1

X1 + X2

)

,

(

1 0
0 1

))

(6)
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1) Déterminer la distribution de Y2|Y1.
2) Déterminer la distribution de W = X − Y .

4- Distribution multinormale (4)
On suppose que

Z ∼ N1(0, 1) (7)

Y |Z ∼ N1(1 + Z, 1) (8)

X |Y, Z ∼ N1(1 − Y, 1) (9)

1) Donner la distribution de





X

Y

Z





2) Donner ls distribution de

(

U

V

)

=

(

1 + Z

1 − Y

)

3) Calculer E(Y |U = 2).

5- Distribution de Whishart
Soit M ∈ Mp(R) une variable aléatoire matricelle telle que M ∼ Wp(Σ, n).
1) Soit B ∈ Mp,q(R). Montrer que la v.a. matricielle BTMB ∈ Mq(R) suit une loi Wq(B

T ΣB, n).

2) Soit a ∈ R
p avec aT Σa 6= 0. Montrer que la distribution de aT

Ma
aT Σa

est χ2

m.


